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７５２　　 Ｊ． Ｌａｋｅ Ｓｃｉ．（湖泊科学），２０２３，３５（２）

即 ｎａ＜１ 时 ＧΓＤ 函数递减但无界，ｎａ＞１ 时有界但非递减。
既然二参 ＧＮＤ 拟合时已具有高精度、强普适性，首推为理论密度函数。 采用降雨 ＰＤＦ 方法替代传统的

年极值法，使重现期计算更准确有效，能提高暴雨强度公式的科学性，拟合的高精度与函数的普适性有望解

决降雨概率分布模型统一的问题。

７ 结论与讨论

１）根据逐时降雨的 ３ 类“类条件概率密度函数”增减、凸凹等特性，理论上对 ２０ 种函数进行了适用性分

析，筛选出 ３ 个适用函数：ＧΓＤ、ＧＮＤ、三参韦伯函数，三者对所选分区 ３ 类 ＣＣＰＤ 均具有较强的拟合能力，其
中 ＧΓＤ、ＧＮＤ 拟合效果更好。

２）ＧΓＤ 拟合 ３ 类 ＣＣＰＤ 时误差最小；ＧＮＤ 是 ＧΓＤ 的特例，在少 １ 个参数情况下能和 ＧΓＤ 拟合精度相

当，首推为理论密度函数。
３）选择基因遗传算法直接多参数寻优得到近似解，可避免常用求解概率分布参数方法中推导复杂、计

算步骤多的不足，且综合考虑乘性误差与加性误差而设置的目标函数可以使拟合曲线头尾兼顾。
４）极值降雨概率分布由于仅采用极少部分降雨样本，虽然能减少工作量，但禁锢学界的研究思路。 采

用降雨 ＰＤＦ 方法替代传统的年极值法，使重现期计算更准确有效，能提高暴雨强度公式的科学性，拟合的高

精度与函数的普适性有望解决降雨概率分布模型统一的问题。
５）采用耿贝尔、指数等轻尾分布拟合降雨概率密度时会使函数尾端递减率高估、概率密度偏小、重现期

高估、极值降雨量低估，使设计暴雨强度偏小，即会放宽设计需求、低估工程预算，从而增加致灾风险。
讨论：本文仅对 ６ 个分区的逐时降雨进行了拟合试验，更多地域、更多时间尺度的降雨特征需要统计与

分析，从而使结论得到更广泛的检验，解决模型统一的问题仍需大量研究。 根据 ＣＣＰＤ１、ＣＣＰＤ２ 的拟合结果

可估算年均降雨量 ＡＡＲ、连续降雨的年均贡献，ＡＡＲ 估算精度的分析也可反过来分析函数的选取是否恰

当。 根据高精度的降雨概率密度拟合结果，才可以估算罕见降雨事件的特征值，如可能最大降雨量 ＰＭＰ、极
端降雨重现期、重现期降雨量、分位数降雨量等，否则由于偏差过大而失去意义。

８ 附录

附件一～三和附表Ⅰ～Ⅳ见电子版（ＤＯＩ： １０．１８３０７ ／ ２０２３．０２３０）。
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附录 

附件一：广义帕累托分布(GPD)不适用性证明 

  附表 II 中公式（5）为 GPD 的 PDF、CDF，当位置参数 c 距 x 的左边界较远时会明显缩小 x 的取

值范围，即对概率事件设定阈值挑选样本，所以也被称为阈值参数。当 n>0 时，b>0；当 n<0 时，-

1<z<0。当 n=0 时转化为指数函数，对 CCPD 不适用，所以取 n≠0。 

由于 CCPD、CCCD 均非负， 𝒴、𝑌、1 − 𝑌 > 0 ，所以取𝑏 > 0； 

当 n<-1 时，密度函数递增，所以取 n>-1； 

由（5）式得：𝒴′ = −
1+1/𝑛

1+𝑧
𝒴 ,  又得：𝒴Ly

′ = − 1+1/𝑛
1+𝑧

  ,    𝒴Ly
′′ = (1+1/𝑛)

(1+𝑧)
2 , 

由 3rd.条件𝒴Ly
′ < 0, 𝒴Ly

′′ > 0得(1+1/n)>0，所以 n 取值范围缩小为𝑛 >0； 

再有：𝒴LL
′ = − 1+𝑛

𝑛
∙ 𝑥

1+𝑧
= − 1+1/𝑛

(1−𝑛𝑐/𝑏)/𝑥+𝑛/𝑏
− 1+1/𝑛

𝐵/𝑥+𝑛/𝑏
  , 𝒴LL

′′ = −
(1+1/𝑛)(1−𝑛𝑐/𝑏)𝑥

(1+𝑧)
2 = −

(1+1/𝑛)𝐵𝑥

(𝐵+𝑛𝑥)
2 ，其

中 B=1-nc/b ,由 4th.条件𝒴LL
′′ < 0得 B>0。于是有：𝒴LL|𝑥=1

′ − 𝒴LL|𝑥=0.1
′ =

9𝐵(1+1/𝑛)

(10𝐵+𝑛/𝑏)(𝐵+𝑛/𝑏)
>

9𝑏(1+1/𝑛)

（2√10+11）𝑛
>

𝑏

2𝑛
(1 + 1/𝑛) >

𝑏

2𝑛
。由 5th.条件𝒴LL

′′ 在头部接近 0，于是 b/n 取正的小值，n/b 为正的大值，使𝒴LL
′ 在头部取

接近 0 的小值，这与𝑥 ∈ [0.1,1]时𝒴LL
′ ∈（-1.1,-0.95）的条件相矛盾，这意味着 GPD 的曲线相对于 CCPD，

在 n/b 取小值时双对数图上头部递减率的变化偏快，而当 n/b 取大值时，头部的斜率偏小，参数取值难以

调和，故 GPD 不适用 CCPD1。 

附件二：广义帕累托分布(GPD)不适用性证明 

附表 II 中（6）式为两参伽玛密度函数，对降雨而言取 x >0，可得：
d𝒴

d𝑥
= 𝑏𝑎 (

𝑎−1

𝑥
− 𝑏) 𝒴。 

①在 a=1 时褪变为指数函数，对 CCPD 不适用； 

②在 a<1 时满足凸减条件，但属轻尾分布，对 CCPD 尾部不适用； 

③在 a>1 时为重尾分布，但不满足 2nd.与 3rd.中凸减条件，及 4th.中递减条件，对 CCPD 不适用； 

这导致了拟合试验中用伽玛分布难以首尾兼顾，对 CCPD 不适用。 

附件三： 贝塔不适用性证明或分析 

附表 II 中（7）式为贝塔（Beta）密度函数，下面根据两种坐标转换的方式分别处理： 

其一是令𝑧 =  𝑥/𝑥𝑀 , 取 Max(x)为最大可能逐时降雨量 xM，或者人为设定某降雨量大值。由 1st.条中

𝒴′ < 0得𝑎 < 1, 𝑏 > 1；由上式可得：𝒴Ly
′′ = −

𝑎−1

𝑥2 −
b−1

(𝑥𝑀−𝑥)2,在0 < 𝑎 < 1, 𝑏 > 1时曲线头部凸，尾部凹，不

满足 3rd.条中𝒴Ly
′′ <0，于是对于 Beta 密度函数，参数取值不能同时满足𝒴′ < 0与𝒴Ly

′′ <0 条件，故不适用； 

其二是令𝑧 = 1/𝑥，不需要设定 xM，与上类同，也不适用于 CCPD。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

附表 I  6 个分区经纬度范围与资料年限、测站数 

Attached Tab.I  Latitude and longitude range, data age, number of stations of six subregions 

分区 经度范围/0E 纬度范围/0N 统计年限/a 测站数 参与统计测站数 

I 103.0±0.50 30±0.30 5 229 224 

II 120.0±1.00 30±0.50 5 546 505 

III 110.0±1.00 30±0.50 7 344 323 

IV 113.0±1.00 30±0.50 8 255 250 

V 109.5±1.25 19±1.25 14 22 21 

VI 115.0±1.00 35±0.50 5 300 187 

 

附表 II 降雨概率密度常用分布函数* 

 Attached Tab. II Commonly used distribution function of rainfall probability density 

 

公式 

编号 

分布名称 

(英文) 

PDF 

𝒴 = 𝑓(𝑥; ∅) = 

CDF 

𝑌 = F(𝑥; ∅) = 
参数集∅ 

（1） 
耿贝尔 

(Gumbel) 

𝑏−1exp(−𝑧 − 𝑒−𝑧) , 𝑧 =
𝑥 − 𝑐

𝑏
，𝑥 > 𝑐; 

      𝑧 = −
𝑥−𝑐

𝑏
时略 

1

𝑒 − 1
exp(−𝑒−𝑧) 

b,c(位置参数,尺度参数)  

b>0 

（2） 
多项式

(multinomial) 

Γ(𝑏𝑥 + 1)

Γ(𝑏𝑥𝑀+1)
𝑝𝑏𝑥(1 − 𝑝)

𝑏(𝑥𝑀−𝑥) , 

0.1≤ x < 𝑥𝑀  

 
p,b(形状参数,倒尺度参数) 

0< p <1, b>0 

（3） 
弗雷歇 

(Fréchet)  

𝑛

𝑏
𝑧𝑛−1e−𝑧, 𝑧 = (

𝑏

𝑥 − 𝑐
)

𝑛

, 𝑥 > c  e−𝑧 
b,n (尺度参数,功率参数) 

b>0,n>0 

（4） 
对数正态 

(Log-normal) 

1

𝑏𝑥√2π
exp [−

(ln𝑥−𝑐)2

2𝑏2
] , 𝑥 > 0   

b,c(尺度参数, 位置参数) 

b>0 

（5） 
广义帕累托 

(GPD) 

𝑏−1(1 + 𝑧)
−1−

1
𝑛 , 𝑧 = 𝑛

𝑥−𝑐

𝑏
 , 

(1 + 𝑧 > 0) 

1-(1 + 𝑧)−1/𝑛 
b,c,n (尺度、位置、形状参数) 

b>0 

（6） 
伽玛 

(Gamma)  

𝑏𝑎

Γ(𝑎)
𝑥𝑎−1𝑒−𝑏𝑥 , (𝑥 > 0) 

ϒ(𝑎,𝑏𝑥)

bΓ(𝑎)
  

a,b(形状参数,速率参数) 

b>0 

（7） 
贝塔 

(Beta) 

𝛤(𝑎)𝛤(𝑏)

𝛤(𝑎+𝑏)
z𝑎−1(1 − 𝑧)

𝑏−1

  , 

令𝑧 = 𝑥/𝑥𝑀 , 0<x<𝑥𝑀  

或令𝑧 = 0.1/𝑥 , 0.1≤ x  

 
a,b      

a>0,  a+b≠0  

（8） 
广义正态 

(GND) 

𝑛𝑏1/𝑛exp−𝑏𝑥𝑛

Γ(1/𝑛)⁄  , 𝑥 > 0 
𝑏

1
𝑛

−1

Γ (
1

𝑛
)

 ϒ(
1

𝑛
, 𝑏𝑥𝑛) 

b,n(倒尺度参数,功率参数) 

b>0,n>0，本文中 0<n<1 

（9） 
广义伽玛 

(GD)  

𝑛𝑏𝑎

Γ(𝑎)
 𝑥𝑛𝑎−1 e−𝑏𝑥𝑛

 , 𝑥 > 0  
𝑏

1
𝑛

−1

Γ(𝑎)
 ϒ(𝑎, 𝑏𝑥𝑛) 

a,b,n(形状、倒尺度、功率参数) 

a>0, b>0，n>0 

（10） 
韦伯 

(Weibull) 

𝑛

𝑏
𝑧𝑛−1e−𝑧 , 𝑧 = (

𝑥 − 𝑐

𝑏
)

𝑛

, 

𝑥 > c 

1 − e−𝑧 
b,c,n(尺度、位置、功率参数) 

b>0,n>0 

*1、点画线以下的 3 种分布为 CCPD 的适用函数，以上为不适用函数；     2、CDF 列中坐标变换 z、定义域参照 PDF 列； 

3、为伽玛（Gamma）函数，ϒ 为下不完全伽玛函数,  ϒ(𝑎, 𝑥) = ∫ 𝑡𝑎−1𝑒−𝑡𝑑𝑡
𝑥

0
。 



 

3 

 

附表 III 各分区 CCPD1 拟合参数与拟合统计量 

 Attached Tab. III Fitting parameters and statistical values of CCPD1 in six subregions 

参比函数 特征量 I 分区 II 分区 III 分区 IV 分区 V 分区 VI 分区 均值 

GD 形状参数 a 4.6620  2.9457 2.5603 2.5745 2.4887  2.9510 / 

GD 倒尺度参数 b 5.8099  3.4878 3.3861 3.2013 2.7613  3.5952 / 

GD 功率参数 n 0.2491  0.3359 0.3293 0.3315 0.3036  0.3066 / 

GND 倒尺度参数 b 4.6914  3.5529  4.4161  4.1621  4.5377  4.2604  / 

GND 功率参数 n 0.2703  0.3332  0.2928  0.2951  0.2444  0.2837  / 

韦伯 位置参数 c/mm 0.0631  0.0573  0.0643  0.0628  0.0652  0.0641  / 

韦伯 倒尺度参数 b 2.0821  1.4476  1.8867  1.5793  0.9999  1.4410  / 

韦伯 功率参数 n 0.4410  0.5043  0.4751  0.4806  0.4814  0.4803  / 

GD  E0/% 0.4175 0.2327 0.2602 0.2088 1.1356 0.3678 0.4371  

GD R2 0.9994 0.9998 0.9998 0.9999 0.9957 0.9995 0.9990  

GD EL/% 1.0305 0.7347 0.6560 0.6217 1.1540 0.6007 0.7996  

GD RL
2 0.9970 0.9987 0.9988 0.9990 0.9923 0.9983 0.9974  

GND E0/% 0.7399 0.2489 0.4121 0.4054 0.4026 0.4311 0.4400  

GND R 2 0.9982 0.9998 0.9994 0.9994 0.9995 0.9994 0.9993  

GND EL/% 0.9490 0.7288 0.8396 0.8190 1.4997 0.5484 0.8974  

GND RL
 2 0.9975 0.9987 0.9980 0.9983 0.9866 0.9986 0.9963  

韦伯 E0/% 2.5484 1.9821 1.4133 1.4799 1.3429 1.5298 1.7161  

韦伯 R 2 0.9786 0.9877 0.9931 0.9926 0.9939 0.9921 0.9897  

韦伯 EL/% 1.5354  1.5669  0.8486  0.9283  0.9424  1.3484  1.1950  

韦伯 RL
 2 0.9934 0.9939 0.9980 0.9979 0.9949 0.9914 0.9949  

注：E0、EL为分别对 PM 、ln(PM)归一化后的均方根拟合误差；R 2、RL
 2分别为 PM 、ln(PM)的拟合决定系数； 

附表 IV 同。 

拟合参数为横轴左移 0.056 后（即 x1 =Rain-0.056）拟合结果。/表示空缺。 

 

 

附表 IV 各分区 CCPD2、CCPD3 拟合参数与相对拟合误差 

Attached Tab.IV Fitting parameters and fitting relative deviation of CCPD2 and CCPD3 in six subregions 

         CCPD2               CCPD3        

拟合函数 特征量 I 分区 II 分区 III 分区 IV分区 V 分区 VI分区 I 区 II 区 III 区 IV 区 V 区 VI 区 

GD 形状参数 a 7.6368  7.1259  6.8764  7.0086  3.9861  6.9324  1.2541 2.3149 2.2586 1.2826 7.7571 1.3670 

GD 倒尺度参数 b 6.4723  5.7101  5.8373  5.6980  2.6666  5.6333  0.5186 1.3375 1.3374 0.5510 6.5456 0.6797 

GD 功率参数 n 0.2008  0.2101  0.2062  0.2067  0.2759  0.2073  0.7264 0.4887 0.5064 0.6914 0.2789 0.6465 

GND 倒尺度参数 b 3.8999  3.3654  4.5732  3.7644  3.4847  3.7949  0.6307 0.9307 0.9195 0.8177  1.4012 0.9426 

GND 功率参数 n 0.2299  0.2497  0.2076  0.2303  0.2244  0.2291  0.6878 0.5560 0.5772 0.6081  0.5080 0.5803 

GD E0/% 0.9175  2.1551  1.1006  1.3117  2.2359  1.7416  0.6192 0.4082 0.4114 0.3196 0.2693 0.9865 

GD EL/% 0.8312  2.2485  1.1507  1.4818  0.9850  1.1910  3.4817 2.1602 1.2334 2.1319 2.4125 3.1144 

GND E0/% 0.5873  1.5255  0.4584  0.7013  1.7122  1.2649  0.8365 0.3998  0.2500 0.2944 0.6271 0.5702 

GND EL/% 0.9117  2.2016  1.7523  1.7409  1.0789  1.4360  3.4603 1.9301  1.3295 1.9902 2.5835 3.2786 

 

 




